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REGLES DE CALCUL FONDAMENTALES

I - La soustraction

Définition 1 : On appelle opposé du nombre a le nombre noté —a tel que: a + (—a) = 0.

Remarque : Dans ce cas, le signe "—" n'est pas la marque d'un nombre négatif. En effet, d'apres la définition, 'opposé du
nombre —2 est le nombre —(—2). Or, —2 + 2 = 0 donc on en déduit que —(—2) = 2 est un nombre positif.

Définition 2 : On appelle soustraction de a par b l'opération qui additionne le nombre a et 'opposé du nombre b.

a—b=a+ (-b)

Application : Regrouper des termes afin de réduire une expression.
5+3zx—6—-5zx=>5+3x+ (—6)+ (—5x)
=3z + (=5z) + 5+ (—6)
= -2z + (—1)
=—2x—1

II - La multiplication

Propriété 1 : La multiplication est prioritaire sur 'addition (et la soustraction).

+ La multiplication est distributive sur I'addition (et la soustraction).
ckx(a+b)=kxa+kxb=ka+kd
s (a+b)(c+d)=axct+axd+bxc+bxd

Application : Développer et réduire une expression.

3t 4+5—-2(x+1)=3x+5+(-2) x (z+1) r—2zx+1)=x+(-1) x (2 +1)
— 304+ 54(=2) x4 (~2) x 1 — o (—1) x 2z 4 (~1) x 1
=3z +5+ (-2z) +(-2) =z + (=2z) + (-1)
=x+3 :_1$+(_1)
=—x—1

III - La division

1 1
Définition 3 : On appelle inverse du nombre a # 0 le nombre noté — tel que:a x — = 1.
a a

a b a b axb
Remarque : L'inverse du nombre — (a # 0 et b # 0) est le nombre —. En effet, — x — = =1
_— b a b a bxa

Propriété 2 : Pour tout nombrea,a X 0 =0 x a = 0.

Conséquence : Le nombre 0 n'a pas d'inverse.




Démonstration : Démontrer que 0 n'a pas d'inverse.

1 1
Raisonnement par lI'absurde : Si 0 existe alors, d'apres la définition 3,0 x — = 1.

1
Or, d'apres la propriété 2, pour tout nombre a, 0 X a = 0 donc, en particulier, sia = 0 on obtient 0 x 0 =0.
Donc on obtient que 0 = 1. Ce résultat est absurde donc I'hypothése de départ est fausse.

1 .
Conclusion: 0 n'existe pas.

Définition 4 : On appelle division de a par b (b # 0), l'opération qui multiplie le nombre « et l'inverse du nombre non

nul b.

1
a~-b=ax —

b

Conséquence : Le nombre 0 n'a pas d'inverse donc on ne peut pas diviser par 0.

IV - Les fractions

Propriété 3:
1 —1 1
« Pourtoutnombrea #0, —— = — = —
a a —a
a axc
. Pourt bresb £ 0,c £ 0, — =
our tous nombres b # 0, ¢ # P e
a ¢ axd bxc axd+bxc
- P t b b O,d 0,7 - = =
our tous nombres b # == b+d bxd+b><d % d
Pour tous br b7é0d7é()a><c axC ¢ ticulie ><b axb axb
* Pour tous nombres , , - X — = . En particulier, - == X-=
b d bxd " CrTTITeT e

c a c

a
Pour tous nombres b # 0, ¢ # 0, d # 0 a. _,/,_i_ﬁx
o o b Td b'd ¢ b
d

V - Les puissances

Définition 5 : Pour tout nombre a différent de O et tout entier naturel n, on définit le nombre a™ :

Sin=0alorsa® =1

Sin=1lalorsa! =a

Sin > lalorsa™ =a x a x --- X a(nfacteurs a)

Convention : L'exposant est toujours prioritaire sur les autres opérateurs.

Définition 6 : Pour tout nombre a différent de O et tout entier relatif n, on définit le nombre ¢~ " :

a "= —

Clest-a-dire que a~ " est l'inverse de a”.

Propriété 4 : Pour tous nombres «a et b différents de 0, pour tous entiers relatifs m et n :

« a™xa =am""" ca" xb" = (axb)"
m
a o @™ a\™m"
. — gm " . _ (2
am b" b

o ((Lm)n — aTILX’IL




ENSEMBLES DE NOMBRES

En langage mathématique, un ensemble de nombres se note a l'aide d’accolades (ou de crochets lorsqu'il s'agit d'un inter-
valle comme on le verra dans la suite de ce cours).
Si 'ensemble a un nom alors les accolades sont précédées du nom de I'ensemble suivi du symbole « = »,

Définition 1 : On appelle N 'ensemble des entiers naturels : N = {0,1,2,3,... }.

Remarque : Les 3 points de suspension indiquent que I'ensemble contient une infinité de nombres qui continuentla méme
suite logique (dans la définition 1, pour passer d'un nombre au suivant, on ajoute 1).

Définition 2 : On appelle Z I'ensemble des entiers relatifs: Z = {..., -3, -2,—-1,0,1,2,3,... }.

n
Définition 3 : On appelle D I'ensemble des nombres décimaux: D = {ﬁ’ nel,pe N}.

Application : Ecrire un nombre décimal sous forme de fraction décimale.
1,732 1732 1732

1,732 = = = —
’ 1 1000 103

Remarque : La définition 3 précise qu'un nombre décimal a un nombre fini de décimales.

Définition 4 : On appelle Q 'ensemble des nombres rationnels : Q = {% n € Z,deN,d+# 0}.

Remarque : Les nombres rationnels qui ne sont pas des décimaux, écrits sous « forme décimale », ont un nombre infini
de décimales. Ces décimales suivent cependant certaines regles c'est-a-dire que l'on retrouve périodiquement les mémes
chiffres.

1 2 , 3
2 =0,33... —=0,1818... = =0,428571428571...
5 =033 T =0,1818 - = 0,42857142857

Définition 5 : On appelle R I'ensemble des nombres réels. R = {z, 22 > 0}

Z)D)Q R

Remarque : Les nombres réels non rationnels sont appelés irrationnels; V2 et 7 sont irrationnels.

Notation : Si un ensemble E est contenu dans un ensemble F', on dit que E estinclus dans F', etonnote: £ C F'.

NCcZcDcQcR

+ Pour indiquer qu'un nombre appartient a un ensemble, on utilise €:5 € N, —12 € Z.

3
* Pour indiquer qu’'un nombre n'appartient pas a un ensemble, on utilise ¢ : —6 ¢ N, 1 ¢ 7.

4




ARITHMETIQUE DANS N

Définition 1 : Effectuer la division euclidienne d’'un entier naturel a par un entier strictement positif b, c'est trouver
les deux entiers naturels appelés quotient g et reste r tels que :

a=bxqg+r avec 0<r<b

Définition 2 : On dit que I'entier naturel b est un diviseur de I'entier naturel a lorsque le reste de la division euclidienne
de a par b est égal a zéro, c'est a dire qu'il existe un entier naturel q tel que :

a=0bxq

Vocabulaire : Les phrases suivantes ont la méme signification.
« bestundiviseurdea
» bdivise a
+ a estun multiple de b

+ a estdivisible par b

1
Démonstration : Démontrer que 3 ¢ D.

Raisonnement par lI'absurde.

1 1
Si — € D alors il existe un entier relatif n et un entier naturel non nul p tels que - =

n
3100
Donc3n = 107 = 10 x 10 x --- x 10 (p facteurs)
Donc 3 est un diviseur de 107,
Ce résultat est absurde donc I'hypothése de départ est fausse.

1
D — ¢ D.
onc3 ¢

Définition 3 : On dit qu'un entier naturel est premier lorsqu’il a exactement 2 diviseurs : 1 et lui-méme.

Définition 4 : On dit que des entiers naturels sont premiers entre eux lorsque leur seul diviseur commun est 1.

Définition 5 : On dit qu'un entier naturel a est pair lorsqu'il est divisible par 2, c’'est a dire qu'il existe un entier naturel
qgtelque:a =2 X q

Définition 6 : On dit qu'un nombre naturel a est impair lorsqu'il n'est pas divisible par 2, c'est a dire qu'il existe un
entier naturel gtelque:a =2 x q+1

Propriété 1 : Soit a un entier naturel;

a’® est pair (resp. impair) si et seulement si a est pair (resp. impair).

Démonstration :
+ Si a est pair alors il existe un entier naturel g tel que a = 2 X q.
Donca? = (2 x q)? = 22 x ¢* = 2 x (2¢?) donc a? est pair.

+ Pour démontrer que si a? est pair alors a est pair; on utilise la contraposée de cette proposition.
En logique, [si a® est pair alors a est pair] est équivalente a [si a n'est pas pair alors a? n‘est pas pair].
Si a n'est pas pair alors il est impair donc il existe un entier naturel g tel que a = 2 x ¢ + 1.
Donca?=(2x g+ 1)2=(2¢+1)(2¢+1) = 4¢*> + 4¢g + 1 = 2(2¢* + 2q) + 1 donc a? est impair.
Donc a? nest pas pair.




Application : Trouver tous les diviseurs d’'un nombre
Exemple : Trouver tous les diviseurs de 60.

60 =1 x 60
60 =2 x 30
60 =3 x 20
60 =4 x 15
60 =5 x 12
60 =6 x 10

La liste des diviseurs de 60 estdonc: {1; 2; 3;4;5;6; 10; 12; 15; 20; 30; 60}.

Application : Décomposer un nombre en facteurs premiers

Exemple : Décomposer le nombre 60 en produit de facteurs premiers.

60 | 2

30 | 2

15| 3
515
1

Onadonc:60 =22 x 3 x 5.




LES NOMBRES REELS

I - Ensemble des nombres réels

Définition 1: On appelle R 'ensemble des nombres réels. R = {z, 22 > 0}

D)

NCcZcDcQcR

Remarque : Les nombres réels non rationnels sont appelés irrationnels; V2 et 7 sont irrationnels.

Démonstration : Démontrer que v/2 ¢ Q.
Raisonnement par l'absurde.

Siv/2 € Qalors V2 = % avecn € N, d € N, d # 0. De plus, on peut choisir n et d premiers entre eux de fagon a ce

n
que la fraction 7 soit irréductible.

, n 2 n\2 n? 9 9 9 , '
Siv2 = p alors (v2)" = (E) donc2 = ¥ donc n? = 2 x d? donc n? est pair donc n est pair.
Donc il existe un entier naturel g tel que n = 2 x gdoun? = (2 x q)? = 4 x ¢°.

Orn? =2 x d?donc2 x d?> = 4 x ¢ donc d? = 2 x ¢? donc d? est pair donc d est pair.

Donc il existe un entier naturel ¢’ différent de zéro, tel que d = 2 x ¢'.

n 2Xq
Donc — =
d 2x¢g

n
Donc on ne peut pas trouver 2 entiers naturels n et d tels que v/2 = 7 avecn € Z,d € N,d # 0.

Donc v2 ¢ Q.

n'est pas irréductible, ce qui contredit I'hypotheése faite au départ.

Propriété 1 : Tout nombre réel est associé a l'abscisse d'un point de la droite numérique et réciproquement.

! ! ! ! ! !
T T T T T T T T T T T

-5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 )

Méthode : Encadrer un réel avec deux nombres décimaux
+ Encadrer v/2 avec deux nombres décimaux a 1072 prés.

1 - On commence par évaluer v/2 4 la calculatrice; on obtient v/2 ~ 1,4142414.

2 - Pour avoir un encadrement & 1073 prés, il faut encadrer v/2 avec deux décimaux ayant 3 décimales dont la
différence est inférieure ou égale a 1072,

On tronque la valeur obtenue a 3 décimales; on obtient V2 > 1,414.
On ajoute 1073 cest & dire 0, 001 et on obtient V2 < 1,415.
3-0n donne l'encadrement cherché : 1,414 < /2 < 1, 415.

+ Encadrer —+/3 avec deux nombres décimaux a 10~2 pres.
1 - On commence par évaluer —+/3 ala calculatrice; on obtient —/3 & —1,732051.

2 - Pour avoir un encadrement & 10~2 prés, il faut encadrer —1/3 avec deux décimaux ayant 2 décimales dont la
différence est inférieure ou égale a 1072,

On tronque la valeur obtenue a 2 décimales; on obtient —V3< —1,73.
On enléve 1072 c'est a dire 0, 01 et on obtient —/3 > —1, 74.
3 - On donne l'encadrement cherché: —1,74 < —V3< —1,73.




II - Les intervalles

Un intervalle est un ensemble de nombres limité par 2 bornes, qui sont des nombres, 400 ou —oo.
On étudie les différents cas dans le tableau ci-dessous (a < b).

Intervalle Inégalités

Droite numérique

i

zeab |a<ax<b x 1
—00 a b +o00
x €la; b a<z<b 1 & [
—00 a b +0oo
T
x € [a;b] a<z<b F f
—00 a b +o00
x €la; b] a<x<b - & 1
—00 a b +0o0
r€l—o0al | z<a = 3
—00 a +0oo
x
€la; > ]
x €]a; 4o00[ xr>a = ¥ i

Notation : Un ensemble de nombres peut étre composé de la réunion de plusieurs intervalles.

Dans ce cas, on utilise le symbole U qui signifie ou.
Exemples :

« x € [—1;2]U]3;4] signifieque =1 <z <2o0u3d <z < 4.

« x €] — 00; 0[U]0; +o00] signifie que x < 0 ou z > 0.

Un ensemble de nombres peut étre composé de l'intersection de plusieurs intervalles.

Dans ce cas, on utilise le symbole M qui signifie et.

Exemple : z € [—1; 3]N]2; 4] signifie que —1 <z < 3et2 < x < 4doncx €]2;3].




RACINE CARREE ET VALEUR ABSOLUE

I - Les racines carrées

Définition 1 : On appelle racine carrée du nombre a supérieur ou égal a zéro, le nombre positif noté y/a tel que :

(Va?=a (a>0)

Propriété 1 : Pour tous nombres a et b positifs ou nuls :

. = X . Ve _ Ja - Va’=a (a
Vaxvb=+vaxb ﬁ\/; (b # 0) Vaz=a (a>0)

Application : Simplifier une racine carrée
« VA8 = /16 x 3 =16 x V3 = V42 x /3 = 43
TONVT VTV

25 V25 VB2 5

II - Valeur absolue

Définition 2 : On appelle valeur absolue d'un nombre réel x la distance entre 0 et = sur la droite numérique.
On la note |z|.

Propriété 2 : Pour tout réel x :

{x|:x siz >0

|| = -2z siz <0

Exemple explicatif :

5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5

+ La distance entre 0 et 2 est égale a 2 unités donc |2| = 2.
Doncsiz > 0 alors |z| = .

+ La distance entre 0 et —3 est égale a 3 unités donc | — 3| = 3.
Or l'opposé de —3 se note —(—3) et est égal a 3. Donc | — 3| = 3 = —(—3).
Doncsiz < Oalors |z| = —z.

Propriété 3 : Pour tout réel z, V22 = |z

Exemple explicatif :

- /22 = /4. Par définition, (v/4)? = 4 = 22 donc, comme v/4 > 0 et 2 > 0, on en déduit que v/4 = 2.
Donc v22 = 2 = |2|.

+ /(=2)2 = V/4. Par définition, (v/4)2 = 4 = 22 donc, comme v/4 > 0 et 2 > 0, on en déduit que v/4 = 2.
Donc/(—2)2=2=|-2|.




Démonstration :

« Siz > 0alors Va2 = Vo X © = /z x VT = (y1)? = & = |z|.
. Siz < Oalors Va2 = \/(—2)% = /(—x) x (—x)

= (V=2 = —a = [z
Propriété 4 : La distance entre 2 nombres a et b est égale a |a — b].
la — bl =1|b—da]
—4 -3 a -2 -1 0 45 1 2 3
Application : Résoudre une équation avec valeur absolue |t — 3| = 5

D'apreés la propriété précédente, I'équation |x — 3| = 5 signifie que la distance entre les nombres z et 3 est égale a 5.
Sur la droite numérique, on cherche donc les points situés a une distance de 5 du point d'abscisse 3.

d=5

| | |
T T T T

oo+

On trouve graphiquement deux solutions: 3 — 5 = —2et3 +5 = 8.
L'ensemble des solutions de I'équation est donc S = {—2; 8}.

Propriété 5 : Soit a et r des nombres réels, » > 0;

x€fa—r;a+r] < |lx—a|<r

zE€Ela—r;a+r] = |lr—a|]<r

Application : Résoudre une inéquation avec valeur absolue |z — 2| < 3

Cette inéquation se traduit par : la distance entre x et 2 est inférieure ou égale a 3.

d=3

D'apres la propriété 5, cela correspond a lintervalle [2 — 3 ; 2 + 3].
Lensemble des solutions de inéquation est donc .S = [—1; 5].

10




EQUATIONS DU 1°" DEGRE A UNE INCONNUE

Une équation a une inconnue est une égalité qui comporte un nombre inconnu, que l'on représente par une lettre (z, ¢, y,

)

I - Test d’'une solution éventuelle

Résoudre une équation dans un ensemble I, c'est trouver toutes les valeurs de I'inconnue contenues dans I qui vérifie I'éga-
lité.

Méthode : Tester si un nombre est solution d'une équation

Exemple 1: Le nombre —1 est-il solution de I'équation bx — 3 = Tx + 2?
bx —3=5x(—-1)—3=-8
Tr+2=7Tx(-1)+2=-5

Donc —1 n'est pas une solution de I'équation.

Sim——lalors{ doncsiz = —lalors 5z — 3 # Tz + 2

)
Exemple 2 : Le nombre 3 est-il solution de I'équation bx — 3 = Tx 4 2?

br—3—p5x(-2)_g=_2_ 6_ 31
. 2 2 2 2 . 5
Stz = — alors 5 95 4 a1 doncsmz—i alors 5z — 3 = Tz + 2
92— 2 pg 22 2 _ 2
Tx + 7><< 2>+ 2+2 5

)
Donc 5 est une solution de I'équation.

II - Régle d’addition

Propriété 1 : Une égalité reste vraie lorsqu'on ajoute un méme nombre aux deux membres de I'égalité.

Pour tous réels a, b, c,sia = balorsa+c=b+c

Application : Regrouper des nombres du méme cété d'une égalité.

Exemple 1: Exemple 2 :
r—1=1 3r=2x+1
z+(-1)=1 3r+(—2z) =24 + (=277 +1
4 (1) +1=1+1 lz =1
T =2 r=1

III - Régle de multiplication

Propriété 2 : Une égalité reste vraie lorsqu’'on multiplie par un méme nombre les deux membres de I'égalité.

Pour tous réels a, b, ¢, sia = balorsa x c=b X ¢

Application : Exprimer la valeur de z.

Exemple 1: Exemple 2:
— 1
3r =5 —lr=29
3xx=25 1 4
—XZXx =X
3777 Ty

xTr =

W ot
é&
2N
ES
X
8
Il
\

N
X
)

11




Application : Simplifier la résolution d'une équation avec fractions.

1 1
Exemple : Trouver une équation équivalente a gx —2= —gx + = sans fraction.
1 5 2 . 1
r—9=_Zp4=
3 5 5

1x5 2x15 2x3 1x3
T — = - T+
3 x5 1x15 5x 3 5x3
ox —30  —6x+3
15 15
5x — 30 —6x + 3
Xi

w T TE

5z — 30 = =62 + 3

p%s

IV - Résolution d'une équation du 1°" degré a une inconnue

Méthode : Résolution d’'une équation dans R

T V3
2 —=z——1
l‘—|—3 332
On se raméne a une équation sans fraction.
20x6  Tx2  3x3 1x6
1x6 "3x2 " 2x3 1x6
122 + 14 3V3z -6
T g x Y
6 6
122 +14 = 3v3z — 6

On regroupe les "z" d'un cbté et les nombres de l'autre.
122+ (—3V/32) + M+ (—14) = 3v/3z+(—3/31) — 64+(—14)
122 — 3v3z = —20
On réduit I'expression ou on met "z" en facteur puis on déduit I'expression de "z".
(12— 3v3)z = =20 (12 — 3v/3 # 0 donc il a un inverse)

1 1 -20
%1 Nr=—x(=20) dott r=—"
12 — 33 (12-3V3), 12 — 33 (=20) 12-3V3

On donne lI'ensemble des solutions de I'équation dans R

s-{a=w)

6 x

Propriété 3 : Une équation du 1°" degré a une inconnue a 0 solution ou bien 1 solution ou bien, tout nombre réel est
solution de l'équation.

Méthode : Les différentes situations a distinguer

Exemple 1 : Léquation 3z = 2z + 1 a 1 comme unique solution dans R. On note S = {1}.
Exemple 2 : Léquation 3z = 3z + 1 n'a pas de solution dans R. On note S = ().
Exemple 3 : Léquation 3z + 1 = 3z + 1 admet tout nombre réel comme solution dans R. On note S = R.

12




Démonstration :

Une équation du 1¢" degré a une inconnue z est de la forme ax + b = 0 aveca,b € R.
+ Sia = 0 alors I'équation s'écrit b = 0 donc elle est indépendante de .

« Sib = 0 alors I'équation s'écrit 0 = 0; cette égalité est toujours vraie donc .S = R.

* Si b # 0 alors Iégalité b = 0 est toujours fausse donc S = ().

—b —b
« Sia # 0 alors l'équation s'écrit az = —b puis z = — donc — est solution de I'équation.
a a

Unicité : Supposons que I'équation ait 2 solutions x; et x alorsax; +b = 0etaxy + b = 0.
Dot ary +b=axy+b < ax) =azxy < a(xr1 —x2) =0o0ra # 0doncx; — xo = 0 soitx; = x9

Donc I'équation a une solution unique.

13




INEQUATIONS DU 1°" DEGRE A UNE INCONNUE

Une inéquation a une inconnue est une inégalité qui comporte un nombre inconnu, que 'on représente par une lettre (z,

t, Yy, ...

I - Test d’'une solution éventuelle

Résoudre une inéquation dans un ensemble I, c'est trouver toutes les valeurs de l'inconnue contenues dans I qui vérifie

l'inégalité.

Méthode : Tester si un nombre est solution d'une inéquation

Exemple 1: Le nombre —2 est-il solution de l'inéquation 5z — 3 > 7z + 27

Tt +2=Tx(-2)+2=-12

Donc —2 n'est pas une solution de I'inéquation.

-3 = —-2)—-3=-1
Six:—2alors{5x 3=5x(-2)-3 3 doncsiz = —2alorsbz —3 < 7z + 2

Exemple 2 : Le nombre —3 est-il solution de 'inéquation 5z — 3 > 7x + 27
br—3=5x(-3)—3=-15—-3=-18
Tx4+2=7x(-3)+2=-2142=-19

Donc —3 est solution de I'inéquation.

Six:3alors{ doncsixz = —3alorsbx — 3 > 7Tx + 2

II - Regle d’addition

Remarque :
+ Laregle d'addition s'appliquant aux égalités et aux inégalités strictes, elle s'applique aussi aux inégalités au sens large.

+ Larégle d'addition des inégalités est utilisée pour regrouper des nombres du méme c6té d'une inégalité.

Propriété 4 : Une inégalité reste vraie lorsqu'on ajoute un méme nombre aux deux membres de l'inégalité.

Pour tous réels a, b, c,sia < balorsa+c < b+ c

III - Régle de multiplication

Propriété 5:
+ Une inégalité reste vraie lorsqu'on multiplie par un méme nombre strictement positif les deux membres de ['in-
égalité.
Pour tous réels a, b, ¢, sia < betc > 0alorsa x ¢ < b X ¢
« Une inégalité change de sens lorsqu'on multiplie par un méme nombre strictement négatif les deux membres de
l'inégalité.
Pour tous réels a, b, ¢, sia < betc < Qalorsa xc>bxc

Application : Exprimer la valeur de z.

Exemple 1: Exemple 2:
3z <5 —1x§2
1 1 1 4
—X3xx < -x5 car= >0
3 ; 3 /4'%<7/Z> X x> —4x2 car —4 <0
<7
. 3 T > —8
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IV - Résolution d'une inéquation du 1°" degré a une inconnue

Méthode : Résolution d'une inéquation dans R
La méthode de résolution d'une inéquation du 1% degré a une inconnue est identique a la méthode de résolution d'une
équation du 1°" degré a une inconnue.
20+ 1>mx—1
On regroupe les "z" d'un c6té et les nombres de l'autre puis on réduit ou on met "z" en facteur.
20+ (—mx) + I+(-1) > pat(—7x) — 14+(-1)
20 —mx > —2
(2—m)x > -2

On déduit I'expression de "z".

(2 — 7 < 0 donc on change le sens de l'inégalité)

On donne l'ensemble des solutions de I'inéquation dans R sous forme d'intervalle :

s

;2—7'(
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SYSTEMES DE DEUX EQUATIONS A DEUX INCONNUES

I- Méthode de résolution par combinaison

On multiplie les 2 membres de chaque équation du systeme par un nombre de telle fagon que lorsqu'on additionne
membre a membre les 2 équations du systéme, on élimine une des deux inconnues.

Méthode : Résoudre un systéme par combinaison

. . 20 — by =12 (Fy)
Résoudre le systeme
3x+4y =—-5 (E»)

On choisit, par exemple, déliminer l'inconnue v :
On multiplie (E7) par 4, et on multiplie (E2) par 5. On obtient :
{4 X2 —dxBy=4x12 {8:1:20;1/ =48
5x3r+5x4dy=-5x5 152+20y = —25
On additionne les 2 équations membre a membre. On résout 'équation obtenue. On obtient :
8z 4 15x—20y—+20y = 48 — 25 donc 23z = 23
23
=53
On remplace x par sa valeur dans (E1) ou (Es). Avec (E1), on obtient :
2x1—-5y=12 donc —5y =10
10
===
donc S ={(1;—-2)}

€T 1

Yy —2

II - Méthode de résolution par substitution

On exprime une inconnue en fonction de l'autre dans une des 2 équations du systeme puis on remplace cette inconnue
par cette valeur dans l'autre équation.

Cette méthode sera utilisée de préférence lorsqu’une des 2 inconnues a un coefficient 1 ou —1.

Méthode : Résoudre un systéme par substitution

Résoudre le systeme
20 —y=—1 (B

On choisit, par exemple, d’exprimer x en fonction de y dans (E7) puis on remplace x dans (Es) par cette valeur. On

obtient :
r=2-—3y
2(2-3y)—y=-1

On résout I'équation d'inconnue y obtenue. On obtient :

2x2—-2%x3y—y=-1 donc 4—7y=—-1 donc —Ty= -5

=5 5
T T
On remplace y par sa valeur dans (£7). On obtient :
)
B 15
v=2-
415 1
i

15
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EQUATIONS DU 2" DEGRE A UNE INCONNUE

I - Résolution algébrique d'une équation produit

Propriété 1 : Si un produit de facteurs est nul alors I'un au moins de ses facteurs est nul.

a,beR,siaxb=0alorsa=00ub=0

Application : Résoudre une équation du type (ax + b)(cx + d) = 0.

Résolution de I'équation (x + 5)(3x —2) =0
Si(x+5)(3x—2)=0alorsx+5=00u3z—2=0

soit r=-5 ou z=-—

3
2
Donc S =4 —5; -
onc { ,3}

II - Résolution algébrique d'une équation du 2" degré

Une équation du 2" degré a une inconnue est une équation de la forme az? 4 bx + ¢ = 0 avec a, b, c € Reta # 0.
En effet, si a = 0, on obtient une équation du 1°" degré a une inconnue.

Lors de la résolution d'une telle équation, l'objectif est de se ramener a une équation produit de facon a utiliser la propriété
1 pour déterminer I'ensemble des solutions.

1 - Factoriser en utilisant une égalité remarquable

Propriété 2: Soit a, b, c des réels;
Forme développée Forme factorisée
ab+ ac = a(b+ c)
a? + 2ab +b? = (a + b)?
a? — 2ab +b* = (a — b)?
a? —b? = (a+b)(a —b)

Méthode : Résolution d’'une équation du 2" degré

Résoudre I'équation (z — 1)2 = 2(z — 1) dans R
1 - On regroupe tous les termes dans un méme membre
(r—12-2z-1)=0
2 - On factorise a l'aide d'une égalité remarquable
-1 x(z—-1)—2x(x—1)=0
(x—=1)x[(x—1)—2]=0
(x—=1)x(z—1-2)=0
(x—1)(x—=3)=0
3-On applique la propriété 1
r—1=0 ou z—-3=0
z=1 ou z=3

4 - On donne I'ensemble des solutions

S ={1;3}
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Méthode : Résoudre une équation du type 22 = a, a étant un réel donné.

* Sia < 0alors .S = & (le carré d'un nombre est toujours positif ou nul).
« Sia = 0alors S = {0}.

« Sia > 0 alors on utilise la méthode générale étudiée auparavant :

113‘2:&

2—a=0

xz——(VQQQ =0

(o+a) (@ - va) = 0
z4++va=0 ou z—+a=0

r=—/a ou z=+a

S={-Va;a}

Programme en Python : résoudre une équation du type 2 = a

from math import *

print("Résoudre une équation du type x*x = a")
a = float(input("entrer a = "))

if a < @:
print("Pas de solution")
elif a ==
print("S = {@}")
else:
x1 = -sqrt(a)
X2 = sqrt(a)
print("s = {", x1, ";", x2, "}")
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EQUATIONS QUOTIENT A UNE INCONNUE

On appelle équation quotient une équation contenant des fractions ou lI'inconnue est présente au dénominateur.
Ce qui change dans ce cas, c'est qu'il faut exclure de I'ensemble des solutions certaines valeurs de l'inconnue qui annulent
le dénominateur d'une fraction présente dans I'équation. On appelle ces valeurs des valeurs interdites.

Propriété 1: Si a et b sont des réels tels que b #~ 0 alors :
a
7= 0 < a=0

Méthode : Résolution d'une équation quotient

. . . . dr+1 1
Résolution de I'équation =
1—2 z+1

1 - On détermine les valeurs interdites

l1—x2z=0 et z+1=0

r=1 et z=-1
2 - On regroupe tous les termes dans un méme membre
3x+1 I
l—z z+1
3 - On met toutes les fractions sur le méme dénominateur
Bz +1)(z+1) 1(1—x)

1—z)(z+1) (z+1)(1—2)
Br+1)(z+1)—11—x)
(x+1)(1—=x)
4 - On factorise le numérateur a l'aide d'une égalité remarquable
(ou on développe puis on réduit si aucune factorisation n'est possible)

3224+ r+3z+1—-14=z

=0

(z+1)(1—x) =0
372 + bz
@+ D)(1—2)
z(3z +5) _0
(x+1)(1—=x)

5-0n calcule les racines du numérateur

=0 ou 3x+5=0

5

r = —=

3
6 - On élimine les valeurs interdites éventuelles des racines obtenues a I'étape 5

)
0 et ——= ne sont pas des valeurs interdites.

-3

7 - On donne l'ensemble des solutions
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INEQUATIONS DU 2"Y DEGRE A UNE INCONNUE

I - Résolution algébrique d'une inéquation produit

Propriété 1:

T —00 —— 400

S|

Signede ax + b signe de —a signe de a

Propriété 2:
* Le produit de 2 réels de méme signe est positif.

* Le produit de 2 réels de signes contraires est négatif.

Méthode : Résolution d'une inéquation du type (ax + b)(cx + d) < 0.

Résoudre linéquation (x — 2)(—3x — 6) < 0 dans R

1 - Recherche des racines du polyndme

x=2 ou xr=—2
2 - Tableau de signes
x —00 -2 2 +00
a=1>0 z-2 — — +
a=-3<0 —-3z-6 + - -
(x —2)(—3x — 6) - + -

3 - Ensemble des solutions :
S =]-00; —2]U[2; +o0]
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II - Résolution algébrique d'une inéquation du 2"? degré

Le début de la résolution est identique & celui de la résolution d'une équation du 2" degré & une inconnue.
L'objectif est d'obtenir une inéquation produit de facon a utiliser ensuite la méthode étudiée au paragraphe I.

Méthode : Résolution d'une inéquation du 2" degré
Résoudre linéquation (z — 1)? > 2(x — 1) dans R
1 - On regroupe tous les termes dans un méme membre
(r—1)2=2(x—-1)>0

2 - On factorise a l'aide d'une égalité remarquable

(x—1)x(z—1)—2x(x—-1)>0
(x—1)x[(x—=1)—2]>0
(r—1)x(z—1-2)>0
(x—=1)(z—3)>0
3 - On cherche les racines du polynéme
z—1=0 ou z—-3=0
r=1 ou =3
4 - On fait un tableau de signes
T —00 1 3 400
a=1>0 z-1 — + +

a=1>0 x-—3 — —

(z—1)(x—3) + - +

5 - On donne I'ensemble des solutions :

S =]—00; 1[U]3; 00|
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INEQUATIONS QUOTIENT A UNE INCONNUE

Propriété 1:
* Le quotient de 2 réels de méme signe est positif.

* Le quotient de 2 réels de signes contraires est négatif.

Méthode : Résolution d'une inéquation quotient

<:t:—1
+2 xr—2

Résolution de I'inéquation dans R
T

1 - On détermine les valeurs interdites
r+2=0 et x—-2=
r=—-2 et T =
2 - On regroupe tous les termes dans un méme membre
z+1 =x-1
T4+2 -2
3 - On met toutes les fractions sur le méme dénominateur
(z+D(-2) (@-1)(z+2) <0
(x+2)(x—2) (r—2)(x+2)
(x+1)(z—-2)—(x—1)(z+2)
(x+2)(z—2)
4 - On factorise le numérateur a l'aide d'une égalité remarquable
(ou on développe si aucune factorisation n'est possible)

2?2 +r—20-2— (22 —x+22-2)

<0

<0

<0
(x+2)(x—2)
rr—20-2—Ftr—2+72
<0
(r+2)(x—2)
—2z
— <0
(x+2)(x—2)
5 - On calcule les racines du numérateur
—2x=0
z=0
6 - On fait un tableau de signes
T —00 -2 0 2 400
a=1>0 x+2 — + + +
a=1>0 x-—2 — — — +
a=-2<0 -2z + + — —
—2z n n
(x+2)(x—2)

7 - On donne l'ensemble des solutions :
S =]-2;0[U]2; o0
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GENERALITES SUR LES FONCTIONS

Au collége, on appelle fonction f une relation mathématique qui a un nombre x associe le nombre f(x).
Onnote f : x — f(x) quise lit « la fonction f qui &  associe f(x) ».
Le nombre z s'appelle la variable. En effet, c'est en faisant varier ce nombre que I'on va calculer les différentes valeurs

f(z).

I - Domaine de définition

Définition 1 : On appelle fonction réelle f, une relation entre 2 ensembles de réels D et F telle que, a chaque élément
de D, on associe un unique élément de F. On note :

f:D—F

x— f(x)

Vocabulaire :
+ x est appelé antécédent de f(z).

+ f(x) est appelé image de x.

+ D est appelé domaine de définition de f.

Quelques fonctions de référence et leur domaine de définition

+ Lafonction affine x — ax + b, a,b € R est définie sur R (si b = 0, on dit que la fonction est linéaire).

« La fonction carré z — z:2 est définie sur R.

1
« La fonction inverse x — — est définie sur | — oo; 0[U]0; +o0[ (le nombre 0 n'a pas d'inverse).
T

« Lafonction racine carrée x +— /z est définie sur [0; +00[ (la racine carrée d'un nombre négatif n'existe pas).

Remarque : Selon les besoins, on pourra restreindre I'étendue du domaine de définition d'une fonction.

II - Courbe représentative

Un intérét des fonctions, c'est que I'on peut les associer a des courbes.

Définition 2 : On appelle courbe représentative de la fonction f I'ensemble

Cy={M(z,y),z €D,y € Ftelquey = f(x)}

Remarque :
+ On dit aussi que la courbe C'y a pour équation y = f(z).

+ Pour tracer l'allure de la courbe représentative d'une fonction sur un intervalle donné, on calcule les coordonnées d'un
nombre suffisant de points de la courbe puis on les relie (sans regle).

Quelques courbes de référence

Fonction affine Fonction carré Fonction ir11verse Fonction racine carrée
y=2x+1 y = 22 y=- Y=+
T
f(z T
(z) fa) /()
5 5
4 2 4
3 ! 3
12
2 1 2 x 2
1 1
21 00172 g ol 17273 4'5
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III - Lectures graphiques

Lecture graphique d'image et d'antécédents

Ci-dessous, on a tracé la courbe représentative de la fonction f : x +— 23 4+ 22 — 22 + 1 définie sur D = [—3;2].

f(z)

9__

* Lire graphiquement une image
L'ordonnée du point de la courbe C'y d'abscisse —2, 5 est environ —3, 5.
Ce qui signifie que l'image de —2, 5 par f est environ —3, 5 donc f(—2,5) ~ —3,5.

* Lire graphiquement des antécédents
Trois points de la courbe Cy ont pour ordonnée 2.
Leurs abscisses respectives sont environ —1,8; —0,45; 1, 25.
Les antécédents de 2 par f sont donc environ —1,8; —0,45; 1,25
donc f(—1,8) = 2; f(—0,45) ~ 2; f(1,25) ~ 2.

Aucun point de la courbe Cy n'a une ordonnée égale a —11, 2 donc —11, 2 n'a pas d'antécédent par f.

Remarque:
+ Résoudre graphiquement I'équation f(x) = k revient a lire graphiquement les antécédents de k par la fonction f.

* Résoudre graphiquement l'inéquation f(x) > k revient a lire graphiquement les abscisses des points de la courbe
représentative de f ayant une ordonnée strictement supérieure a k.
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IV - Etude d'une fonction

1 - Sens de variation

Sur un graphique, lorsque la courbe monte, on dit que la fonction est croissante et lorsque la courbe descend, on dit que
la fonction est décroissante.

Lecture graphique du sens de variation

Dans l'exemple précédent, par lecture graphique :
f est croissante sur [—3; —1, 25] U [0, 5; 2] et décroissante sur [—1, 25; 0, 5].

Pour étudier le sens de variation d'une fonction, il faut une interprétation mathématique de ces observations.

Sens de variation d’'une fonction

C'y monte signifie que la fonction f est croissante. C, descend signifie que la fonction g est décroissante.
Soit (1, f(x1)) et (x2, f(x2)) deux points de C'f, on Soit (x1, g(x1)) et (x2, g(x2)) deux points de C, on
observe que siz; < g alors f(x1) < f(x2). observe que siz; < xg alors g(x1) > g(z2).

Définition 3 : Soit f une fonction définie sur un intervalle L.
- On dit que la fonction f est croissante sur I, lorsque pour tous réels 1 et x5 de,
sizy < g alors f(x1) < f(x2)

- On dit que la fonction f est décroissante sur I, lorsque pour tous réels z; et x5 de 1,
sizy < zgalors f(x1) > f(x2)

Remarque :

Le sens de variation d'une fonction s'étudie localement c’est a dire que z; et x2 sont trés proches. Il faut donc que la
fonction f soit définie sur [z1; z2]. Cest pour cela que dans la définition, on impose a la fonction f d'étre définie sur un
intervalle I contenant x; et xs.

2 - Maximum et minimum d'une fonction

Définition 4 : Soit f une fonction définie sur un intervalle I et a un réel appartenant a L.
- Ondit que f(a) est le maximum de la fonction f surI, lorsque :
pour tout réel z de [, f(x) < f(a)

- Ondit que f(a) est le minimum de la fonction f surl, lorsque :
pour tout réel z de, f(x) > f(a)

Lecture graphique des extremums

Dans l'exemple précédent, par lecture graphique :
* Le minimum de f sur D est f(—3) = —11 et le maximum de f sur D est f(2) = 9.

+ Le maximum de f sur [—2;0] est f(—1,25) ~ 3.
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3 - Tableau de variation d’'une fonction

Le tableau de variation d'une fonction résume I'étude d’'une fonction sur son domaine de définition.

Tableau de variation

Pour I'exemple précédent, on obtient le tableau suivant :

T -3 —1,25 0,5 2
3 9
f(x) ” / \ o4 /

Une fleche montante indique que la fonction est croissante, et une fleche descendante indique que la fonction est
décroissante.

Tableau de variation et valeur interdite

1
La fonction inverse f :  — — est définie sur | — co; 0[U]0; +-00].

x
On place une double barre dans le tableau de variation pour indiquer que 0
n‘a pas dimage.

x —00 0 —+00

f(fc)Zé \ \
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LA FONCTION AFFINE

I - Définition et représentation graphique

Définition 1 : On appelle fonction affine une fonction définie sur R par x +— ax + b aveca, b € R.

Remarque : Une fonction linéaire x — ax définie sur R est une fonction affine particuliére.

Propriété 1: La représentation graphique de la fonction définie sur R par x — ax + b avec a,b € R est la droite
d'équation y = ax + b.

Représentation graphique d’'une fonction affine

Représentation graphique de f définie sur R par z — 3x — 4. i
La représentation graphique de f est la droite Dy : y = 3x — 4.

Pour tracer cette droite, il suffit d'avoir les coordonnées de 2 points
distincts de cette droite. 51
f(0)=3x0—-4=—4donc(0;—4) € Dy

f(2) =3x2—-4=2donc (2;2) € Dy.

Le coefficient directeur de Dy est la différence des images de 2 en- 2
tiers consécutifs:a = f(2) — f(1) =2 — (3 x 1 —4) = 3.

(Cela explique la méthode graphique pour déterminer le coefficient

directeur)

Lordonnée a l'origine de Dy est 'ordonnée du point d'intersection
de Dy aveclaxe (Qy):b = —4

II - Sens de variation et signe (a # 0)

Sens de variationde f : x — ax + baveca # 0

Soit 1 et x9 des réels tels que 1 < x2;
Sia < 0Qalorsa X 1 > a X T2 Sia>0alorsa x r1 < a X x9
dotaxzi+b>axxa+b douaxzi+b<axxzo+b
donc f(z1) > f(z2) donc f(z1) < f(x2)
donc f est décroissante. donc f est croissante.

x —00 —+00 x —00 —+00

flx)=ax+b flz)=ax+0b
a<0 a>0

Signede f : x — ax + baveca # 0

Sia < 0alors arx+b>0 Sia>0alors axr+b>0
& axr > —b S axr > —b
b b
& < —— (cara <0) & x> —— (cara >0)
a a
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Propriété 2 : Tableau récapitulatif d'une fonction affine

x —00 _—b “+00
a
flx)=ax+0b
a<0

Signe de ax + b

Dy

T —00 — +00
a
flx)=ax+b
a>0
Signede ax + b — ¢ 4F
1 Dy
f(x)>0

28




LA FONCTION CARRE

Définition 1 : On appelle fonction carré la fonction définie sur R par = — z2.

Etude des variations de la fonction carré

Soit x1, x2 €] — 00; 0] tels que z1 < x9 Soit x1, x2 € [0; +oo[ tels que z1 < z
23 — 2?2 = (2 + 1) (22 — 71) 23 — 22 = (29 +21) (29 — 11)
x1 <0etxg <0donczy +x1 <0 x1 > 0etxg > 0donczo +21 >0
etx; <xgodoncxzy —x1 >0 etxg <xodonczo —x1 >0
donc (IEQJrl‘l)(l‘Q*CEl) <0 donc ($2+ZE1)($2 *.Tl) >0
donc 73 < z? donc x3 > 22
donc = — 2 est décroissante sur ] — oo; 0] donc  — x2 est croissante sur [0; +o0|

On en déduit le tableau de variation de la fonction carré :

T —00 0 +00

T

Représentation graphique de la fonction carré

axe de synjétrie

La courbe représentative de la fonction carré est la
2

parabole d'équation y = x“.
Elle est au-dessus de I'axe des abscisses.
En effet, pour tout x € R, x? > 0.

(0;0) est 'unique point de contact de la parabole avec
I'axe des abscisses.
En effet, 0% = 0.

Application : Comparer des expressions

Etudier les variations de la fonction f : o + —4x? + 1 sur [0; +o0l.
0< 2 <9
0<a2? <2l (fonction carrée croissante sur [0; +00])
(—4) x 2% > (—4) x 22 (multiplication par un nombre négatif)
—dz? +1> —4ad +1
f(x1) > f(z2)

Donc la fonction f est décroissante sur [0; 400
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LA FONCTION CUBE

Définition 1 : On appelle fonction cube la fonction définie sur R par z — z3.

Etude des variations de la fonction cube

Remarque : (a — b)(a® + ab + b?) = a® + a®b + ab? — a?b — ab® — b® = a® - V?

Soit x1, x9 €] — 00; 0] tels que z1 < x9 Soit x1, x2 € [0; +oo[ tels que z1 < z
r3 — 23 = (2 — 1)(23 + 2271 + 23) 73— 23 = (2 — 21)(23 + 2271 + 23)
1 <0etxyg <0donczoxr; >0 x1 > 0etxyg > 0donczox; >0
etry <xsdonczy —x1 >0 etx; <xodoncxry —x1 >0
donc (z2 — x1)(23 + z9z1 +22) >0 donc (z2 — x1)(23 + 2oz +22) > 0
donc 73 > a3 donc 23 > z3
donc = — x3 est croissante sur ] — oo; 0] donc  — x3 est croissante sur [0; +o0|

On en déduit le tableau de variation de la fonction cube :

T —00 0 +00

xT /

Représentation graphique de la fonction cube

La courbe représentative de la fonction cube est la
courbe d'équation y = x. Elle est symétrique par
rapport a l'origine du repére.

La courbe est en dessous de l'axe des abscisses sur
11 ] = o0;0[.
En effet, pour tout x €] — oo; 0], x3 < 0.

0 1 2 3 . La courbe est au-dessus de I'axe des abscisses sur
1 centre de symétrie ]0. +oo[
; .

En effet, pour tout x €]0; +oo[, 2 > 0.
(0;0) est 'unique point de contact de la courbe avec

I'axe des abscisses.
En effet, 0° = 0.

Application : Comparer des expressions

Etudier les variations de la fonction f : « — —23 4+ 1 sur R.

1 < X9
73 < a3 (fonction cube croissante sur IR)
—xi)’ > —x% (multiplication par un nombre négatif)

—234+1>—23+1
f(@1) > f(x2)

Donc la fonction f est décroissante sur R.
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LA FONCTION INVERSE

1
Définition 1 : On appelle fonction inverse la fonction définie sur | — oo; 0[U]0; +-00] par = — —.
T

Etude des variations de la fonction inverse

Soit 1, 9 €] — 00;0[ tels que x1 < x9 Soit 1, z9 €]0; 00| tels que 21 < z
1 1 Ixm Ixmze a1 —12 1 I 1xx IxXzy @1 — 22
) T - To X I T1 X T - 12 xTo Tl N To X I1 1 X T9 N Tr1x2
.TlngdOﬂCl’l—.%gSO xlgxgdoncxl—xgg()
etx; <Oetxy <0Odoncxize >0 etx; >0etxy > 0doncxize >0
T1— X2 1 1 T1 — T 1 1
donc ——= < 0donc — < — donc ——= < 0donc — < —
12 xI9 X1 X192 i) I
1
donc x — — est décroissante sur | — co; 0[ donc x — — est décroissante sur |0; +oo|
x x

On en déduit le tableau de variation de la fonction inverse :

x —00 0 —+00

Représentation graphique de la fonction inverse

La courbe représentative de la fonction inverse est

1
31 I'hyperbole d'équation y = —.
— x
Elle est symétrique par rapport a l'origine du repére.
21 Elle est composée de 2 branches puisque 0 n‘a pas
1 dimage.

‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ La courbe est en dessous de 'axe des abscisses sur
01 2 3 ] — o0; 0.
1 centre de symétrie

1
En effet, pour tout x €] — o0;0[, — < 0.
xr

La courbe est au-dessus de I'axe des abscisses sur
105 4-00].

1
En effet, pour tout x €]0; +oo[, — > 0.

x

Application : Comparer des expressions

, 2
Etudier les variations de la fonction f : z — — — 1 sur]0; 4-o0].
x

0< 2 <9

1 1 . i

—>—>0 (fonction inverse décroissante sur ]0; +0c|)
il xI9

1 1
2Xx —>2x — >0
I i)

fla1) > f(a2)

Donc la fonction f est décroissante sur |0; +o0|.
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LA FONCTION RACINE CARREE

Définition 1 : On appelle fonction racine carrée la fonction définie sur [0; 400 par = — /z.

Etude des variations de la fonction racine carrée

Soit x1, xo € [0; +oo[tels que z1 < x

iy = VB VEEVE) (V@) - (V) s
' VT2 + /T VEVEL Bt VE
\/372+\/E>Oeta:1§x2doncx2—x120

donc \/z3 — /71 >0

donc ¢ — +/x est croissante sur [0; +o0o|

On en déduit le tableau de variation de la fonction racine carrée :

T 0 —+00

e /
0

Représentation graphique de la fonction racine carrée

La courbe représentative de la fonction racine carrée est
31 la courbe d'équation y = /.

21 Elle est au-dessus de I'axe des abscisses.
En effet, pour tout x € [0; +o00o[, /= > 0.

(0;0) est 'unique point de contact de la courbe avec
I'axe des abscisses.
En effet, v/0 = 0.

Application : Comparer des expressions

Etudier les variations de la fonction f : x — —2+/z + 3 sur [0; +o0|.

0<z <29
VT < /T2 (fonction racine carrée croissante sur [0; +00])
—2/x1 > —2\/12 (multiplication par un nombre négatif)

—2 /T +3> ~2/75 + 3
f(z1) > f(x2)

Donc la fonction f est décroissante sur [0; +00].
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RAPPELS ET COMPLEMENTS EN GEOMETRIE

I - Les droites

Propriété 1 : Si 2 droites sont perpendiculaires a une méme droite alors elles sont paralléles.

(A)
H (d2)
H (d1)

Propriété 2 : Si 2 droites sont paralléles et qu'une troisieme droite est perpendiculaire a I'une alors elle est perpendi-
culaire a l'autre.

(A)
- (d2)
H (d1)

Définition 1 : On appelle médiatrice d'un segment la droite perpendiculaire au segment qui passe par le milieu du
segment.

Définition 2 : On appelle bissectrice d'un angle une droite qui partage un angle en 2 angles égaux.

Y
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II - Les symétries

Définition 3 : On appelle symétrique du point M par rapport a une droite (d) le point M’ tel que (d) est la média-
trice du segment [M M'].

Définition 4 : On appelle symétrique du point M par rapport a un point K le point M’ tel que K est le milieu du
segment [M M'].

III - Le parallélogramme

Définition 5 : On appelle parallélogramme un quadrilatere dont les c6tés opposés sont paralléles.

vy

Propriété 3 : Si les diagonales d'un quadrilatére ont le méme milieu alors c'est un parallélogramme.

D C

Propriété 4 : Si un parallélogramme a des diagonales perpendiculaires alors c'est un losange.

;
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Propriété 5 : Si un parallélogramme a deux c6tés consécutifs de méme longueur alors c’est un losange.

D

Propriété 6 : Si un parallélogramme a des diagonales de la méme longueur alors c'est un rectangle.

D C
(@)
A B
Propriété 7 : Si un parallélogramme a un angle droit alors c’est un rectangle.
D c
O
O
A B

IV - Le triangle

Définition 6 : On appelle hauteur d'un triangle une droite qui passe par un sommet du triangle et qui est perpendi-
culaire au c6té opposé a ce sommet.

A

C

opposé a ce sommet.

Définition 7 : Dans un triangle, on appelle médiane une droite qui passe par un sommet et par le milieu du c6té

A
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Propriété 8 : Les trois médianes d'un triangle sont concourantes.
Leur point de concours est appelé centre de gravité du triangle.

A

Propriété 9 : Si un triangle est isocéle alors la médiane, la hauteur et la bissectrice, passant par le sommet principal
sont confondues avec la médiatrice de la base.

A

-
B H C

Propriété 10 : Les trois hauteurs d'un triangle sont concourantes.
Leur point de concours est appelé orthocentre du triangle.

A

Propriété 11 : La somme des mesures des angles d'un triangle est égale a 180°.

A

+C

NS
+
o

180°
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Propriété 12 : Théoréme de Thalés

Soit A, B, C, M et N des points distincts du plan.

alors = =

et (MN) || (BC) AB ~ AC ~ BC

. {(]\JB) et (NC') sont sécantes en A AM AN MN
|

A

Bj\7 KC

AM AN _MN
AB ~ AC ~ BC

Propriété 13 : Réciproque de Thalés

Soit A, B, C, M et N des points distincts du plan.

A, B, M et A, C, N sont alignés dans le méme ordre
Sia AM AN alors (MN) || (BC)
AB ~ AC

\

\2

AM _ AN
AB  AC

V - Le triangle rectangle

Propriété 14 : Théoréme de Pythagore

Siun triangle est rectangle alors le carré de la longueur de 'hypoténuse est égal a la somme des carrés des longueurs
des deux autres c6tés du triangle.

C

A B
BC? = AB? + AC?
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Propriété 15 : Réciproque de Pythagore

Si, dans un triangle, le carré de la longueur du plus grand c6té est égal a la somme des carrés des longueurs des deux
autres cotés alors ce triangle est rectangle.

C

A B
BC? = AB? + AC?

Définition 8 : Soit @ un angle au sommet aigu d'un triangle rectangle :
longueur du c6té adjacent a a

+ On appelle cosinus de l'angle @, noté cos a, le rapport cos a = - -
longueur de I'hypoténuse

longueur du coté opposé a a

+ On appelle sinus de 'angle a, noté sin a, le rapport sina = - -
longueur de I'hypoténuse

longueur du coté opposé a a

+ On appelle tangente de l'angle a, noté tan a, le rapport tan a = —— —
longueur du cété adjacent a a

C

Coté opposé a a

H a
A Coté adjacenta a B

Propriété 16 : Dans le triangle ABC rectangle en A :
(cos B2+ (sinB)? =1

C

A B

(cos B)2 + (sinB)2 =1

Démonstration :

. . AB\? [(AC\? AB?> AC® AB?+ AC?
B)? inB)?2 === ) = =
(cos B)" + (sin B) <30> <BC> Bcz T Bee BC?
or, d'aprés le théoréme de Pythagore, BC? = AB? + AC?
, BC?

donc (cos B)? + (sin B) =1

BC?
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VI - Distances et cercle

1 - Distances

Propriété 17 : Soit A, B et M trois points du plan.
*SiM ¢ [AB] alors AM + MB > AB
*SiM € [AB]alors AM + MB = AB

Définition 9 : On appelle milieu d'un segment le point du segment qui est équidistant des extrémités du segment.

{K € [AB]

K milieu de [AB] <—
AK = KB

A 174 B

Propriété 18 :
+ Siun point appartient a la médiatrice d'un segment alors il est équidistant des extrémités de ce segment.

+ Siun point est équidistant des extrémités d'un segment alors il appartient a la médiatrice de ce segment.

(d)
M
I,\" \‘x\
// ul \‘\
A B

2 -Le cercle

Définition 10 : On appelle cercle de centre K et de rayon » > 0 I'ensemble des points M tels que : KM = r.

M

Propriété 19 : Les 3 médiatrices d'un triangle sont concourantes (elles se coupent en un méme point).
Leur point de concours est le centre du cercle passant par les 3 sommets du triangle, appelé cercle circonscrit au
triangle.
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Démonstration :

Soit ABC' un triangle quelconque.

On appelle I, J et K les milieux respectifs des segments [AB], [BC| et [AC].

On appelle O le centre du cercle circonscrit au triangle ABC d'ot OA = OB = OC.

OA = OB donc O appartient a la médiatrice de [AB].

OB = OC donc O appartient a la médiatrice de [BC/.

OA = OC donc O appartient a la médiatrice de [AC].

Donc les 3 médiatrices du triangle ABC sont concourantes en O centre du cercle circonscrit au triangle ABC.

Propriété 20 : Si un triangle est rectangle alors son cercle circonscrit a pour diamétre I'hnypoténuse du triangle.

C

A\/B

Propriété 21 : Si un des cotés d'un triangle est un diamétre de son cercle circonscrit alors ce triangle est rectangle et a
pour hypoténuse ce coté.

A

3 - Aire du triangle

Propriété 22 : Si la hauteur (AH ) d'un triangle ABC coupe la droite (BC') en H alors:

Aire(ABC) = AHZﬂ
A
-
B H C
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COORDONNEES ET DISTANCE

I - Repére orthonormé du plan

Définition 1: On appelle repére orthonormé du plan un triplet de points (O, I, J) formant un triangle rectangle
isocele de sommet principal O.

Vocabulaire : Le point O est appelé l'origine du repére.
La droite (OI) est appelée I'axe des abscisses et la distance OI définit l'unité sur cet axe.
La droite (O.J) est appelée I'axe des ordonnées et la distance O.J définit l'unité sur cet axe.

Remarque : Ce repére est "ortho" (droit) parce que les droites (O1) et (OJ) sont perpendiculaires.
Ce repére est "normé" parce que O = OJ.

Dans le repére (O, 1,J): Y
+ xs Sappelle 'abscisse du point M. M
. . Ymlr------- —+
+ y)s s'appelle 'ordonnée du point M. :
* (xar;ym) Sappelle le couple de coordonnées du point M. I i
0 O &
Onnote: M (xnr; ynr) @) ! M

II - Distance entre 2 points dans un repére orthonormé

Propriété 1: Soit A(x4;y4) et B(zp; yp) deux points du plan muni d'un repére orthonormé (O, I, J).
La distance entre les points A et B est :
AB = /(zp — x4)? + (yp — ya)?

Explication de la propriété 1

Le repére (O, 1,J) est orthonormé donc ABH est
rectangle en H.

On applique la propriété de Pythagore : vB
AB? = AH? + HB?

Yya

= (zp —24)>+ (yp — ya)* J

Donc AB = /(x5 — 24)% + (yp — ya)? 0]

Méthode : Calculer la distance entre 2 points

Dans un repére orthonormé (O, I, .J), on donne : C'(—1;2) et D(3; —4).
Calculer la distance C'D.

On applique la propriété 1 :

CD = +/(zp —zc)? + (yp — yc)?
=vV(B—(-1)+(-4-2)
=52

Si les points C' et D ont été placés dans un repére orthonormé (O, I, J) telque O = OJ =1 cm,
alors on peut vérifier la longueur C'D sur le graphique en mesurant (C'D = 7,2 cm).
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III - Coordonnées du milieu d'un segment dans un repére

Propriété 2 : Soit A(z4;ya) et B(xp; yp) deux points du plan muni d'un repére (O, I, J).
Le milieu du segment [AB] a pour coordonnées :

TA+ZITB YA+ YB
2 " 2

Explication de la propriété 2

(KB)et(LH) sontsécantesen A, et (KL) || (BH).
On suppose que £4 # T ety4 # Yp.
On applique la propriété de Thalés :

AK AL KL

AB AH BH

AK 1 Yy
Or K est le milieu de [AB] donc — = —
AB 2 B
1 zx—xa Yk —ya yBW””””[;””:j—
Donc = = U=~ B
2 xp—xA YB—YA K ,\(’J,r !
_ _ Yal----- R e e
vk —ra L oyk—ya 1 7 A L H
rp—1ra 2 YB —ya 2 o ! Lo
. . . IR —TA 0] I xa TK TB
Avec un produit en croix, on obtient: xg — x4 = —
. TR —TA IR — XA 2TA TR+ TA
d'o = —— = =
Uzrg 5 +TA 5 + 5 5
De méme, on obtient: yx = %

Remarque : Contrairement a la propriété 1 qui nécessite un repére orthonormé, la propriété 2 est vraie dans un repére
quelconque.

Méthode : Calculer les coordonnées du milieu d’'un segment

Dans un repére (O, I, J), ondonne: C(—1;2) et D(3; —4).
Calculer les coordonnées du milieu E du segment [C' D].

On applique la propriété 2 :

E<ﬂfc+l‘D_yc+yD)

2 ' 2

~143 2+ (-4)
()

E(1;-1)
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GENERALITES SUR LES VECTEURS

I - Représentation d’'un vecteur

Propriété 1:

ABCD est non croisé
ABCD est un parallélogramme équivauta ¢ AB = CD
(AB) || (CD)

On regroupe les informations citées dans la propriété 1 dans un nouvel objet mathématique : le vecteur.

Définition 1 : Le vecteur E est défini par:
« sadirection, la droite (AB).

+ son sens, de A vers B.

+ salongueur, la distance AB.

Représentations du vecteur A§

A et B sont 2 points donnés du plan.

On représente le vecteur A§ par une fleche allant
X B
de AaB.

Toute fléche paralléle & la droite (AB), de longueur
AB, dans le sens de A vers B représente le vecteur 1@ 7

AB. A
AB=7 =7

Propriété 2: E = @ équivaut a ABDC est un parallélogramme (éventuellement aplati).

Méthode : Construire un vecteur égal a un vecteur donné

Soit A un point et 7 un vecteur donnés. On appelle M l'origine du vecteur U représenté et N son extrémité. Pour

construire le point B tel que ﬁ = W, ontrace le parallélogramme M N BA.
A, M et N ne sont pas alignés A, M et N sont alignés
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II - Coordonnées d'un vecteur

Coordonnées du vecteur AE)

Les coordonnées d'un vecteur E représentent le chemin
qui relie l'origine A du vecteur a son extrémité B en suivant
la direction (Oz) puis la direction (Oy).

Dans le repére (O, I, J) ci-contre, on parcourt :
« xp — x4 ensuivant la direction (Ox),

* yB — Y4 en suivant la direction (Oy).

Propriété 3 : Soit A(x4;y4) et B(zp; yp) deux points donnés dans un repére (O, I, J) du plan.

? ; rp — X
Le vecteur AB a pour coordonnées B A 5
YB — YA

— — 0
Le vecteur nul AA (qu'on note aussi 0) a pour coordonnées <O> .

Propriété 4 : Deux vecteurs sont égaux si et seulement si leurs coordonnées sont égales.

/
7<f/> —7<§’> — z=d2ety=y
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CALCUL VECTORIEL

I - Multiplication d’'un vecteur par un réel

Définition 2 : Soit ﬁ un vecteur et k£ un réel (différent de zéro).

Le vecteur kﬁ a:
+ la direction (AB)

* lesensde Avers Bsik > 0etlesensde Bvers Asik <0

* lalongueur kABsik > 0et—kABsik <0

Méthode : Construction du vecteur k:A§

1
Le vecteur /ﬁ étant donné, on trace les vecteurs —2@ et 51@.

direction (AB) direction (AB)
—2@ sens de Bvers A A —21@ %ﬁ sens de A vers B

1
longueur 2AB longueur §AB

II - Vecteurs colinéaires

Définition 6 : On dit que deux vecteurs U et U sont colinéaires lorsqu'il existe un réel k tel que v =k.

Remarque : Deux vecteurs colinéaires ont la méme direction.

Propriété 6 : Soient A, B, C et D des points distincts du plan.

(AB) || (CD) si et seulement si AB et CD sont colinéaires.

Cas particulier: f@ et 1@ sont colinéaires si et seulement si les points A, B et C sont alignés.

- -
Propriété 7 : Soit 4 (;) et v <Z,> deux vecteurs donnés dans un repére (O, I, J) du plan.

Les vecteurs @ et ¥/ sont colinéaires si et seulement si zy' = z'y.

Démonstration :

/
Soit (g) et v (z,) deux vecteurs donnés dans un repére (O, I, J) du plan (z # 0,y # 0).

' = kx k=" ! !
« Siles vecteurs @ et ¥ sont colinéaires alors . = L donc — = = donc 2’y = xv/.
y' = ky k=2 Ty
Y
x/
i ! k=— 7' =kx
 Siz'y = zy alors — = Y doncil existe un réel k tel que: L= Q7 — T =ku.
z Y k= vy =ky
Yy
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III - Addition de 2 vecteurs

Définition 7 : Soit A, B, C' trois points quelconques, 1@ + B? = ﬁ

BC

E C Cette égalité est appelée la relation de Chasles.

A AC = AB + BC

B

Méthode : Construction du vecteur somme

B et 013 sont deux vecteurs donnés.
On construit B’ tel que CD = BB,

On applique la relation_ole> Chasl_ef :
AL +CD = AB + BB = AB'

/
Propriété 8 : Soit U <§> et v <§,> deux vecteurs donnés dans un repére (O, I, J) du plan.

— ) x4+
Le vecteur @/ + ¥/ a pour coordonnées yty )

i —
Le vecteur — U/ a pour coordonnées < y)

— —
Définition 8 : Le vecteur B A est appelé opposé du vecteur 1@ Onnote: BA = —/@.

(il a méme direction, méme longueur mais le sens contraire.)

— =
Remarque : On retrouve une relation déja connue pour les nombres réels : E + (—E) = E +BA=AA=0

Si on ajoute un vecteur et son opposé, on obtient le vecteur nul.

Définition 9 : Soustraire un vecteur revient a additionner son opposé : Y-V =1+ (—7)

Application :
Soient A, B, C' et D quatre points du plan. Simplifier I'expression vectorielle suivante :
W = AB—CD — AC + BD

On transforme les soustractions en additions de l'opposé, puis on réorganise les termes pour utiliser la relation de

Chasles :
@ =AB+DC + CA + BD
@ = (CA+AB) + (BD + DC)
@ =CB + BC
U =C
=0
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TRANSFORMATIONS DU PLAN

I - La translation

Mﬂ‘l:_SOi)t A et B deux points donnés du plan. La translation de vecteur E associe a tout point M le point
M’ tel que MM’ — AB

Méthode : Construction de I'image d'un point par une translation

Soit A, B et M trois pomts donnés du plan. On appelle M’ l'image de M par la translation de vecteur E
D'apres la définition MM’ E donc il suffit de construire le parallélogramme ABM'M

B

N

w7

Si le point M est sur la droite (AB) alors le parallélogramme ABM'M est aplati.

II - Lhomothétie

Définition 2 : Soit O un point du plan et k un réel donnés. 'homothétie de centre O et de rapport k associe a tout

—
point M le point M’ tel que OM’ = kOM.

Méthode : Construction de I'image d'un point par une homothétie

Soit O un point du plan et kun reel donnés. On appelle M’ Iimage de M par 'homothétie de centre O et de rapport
k. D'apres la définition OM’ — KOM.

k=2
M/
M
0—M>//0M/

III - La symétrie centrale

Définition 3 : Soit O un point donné du plan. La symétrie de centre O associe a tout point M le point M’ tel que

—
OM' =M (3
Remarques:

—
+ Légalité OM' = MO signifie que le point O est le milieu du segment [M M’].

+ La symétrie centrale est une homothétie de rapport —1. En effet, OM' = M(3 < OM’' = —-1xOM.
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IV - Coordonnées et transformations

Coordonnées de I'image d'un point par une translation
a
Soit @ <b) un vecteur et M (x;y) un point donnés dans un repére (O, I, J).

e
Soit M’ (x'; /') limage de M par la translation de vecteur o alors MM’ = o

g —z\ (a —xz=a ¥=xz+a
- =, & , = L
Yy -y y—y=> y=y+b

Propriété 1 : Soit U <Tx> un vecteur et k un réel donnés dans un repére (O, I, J) du plan.
- Y

k/.
Le vecteur k@ a pour coordonnées (kf) .
'Y

Coordonnées de I'image d'un point par une homothétie

Soit ©(a; b) un point et M (x; y) des points donnés dans un repére (O, I, .J), et k un réel donné.
— —
Soit M'(«';y") limage de M par 'homothétie de centre et de rapport k alors QM' = kQM

(0 =+(o8) = {ITantemy o frm ety
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DROITES DU PLAN

I - Vecteur directeur d’'une droite

Définition 1 : Soit A et B deux points distincts d'une droite (d).
On appelle vecteur directeur de la droite (d) tout vecteur colinéaire au vecteur 1@

Méthode : Tracer une droite donnée par un point et un vecteur directeur

Dans un repére (O, I,.J), construire la droite (d) passant par le point A(1;2), de vecteur directeur (_32)

N
On place A. A
On trace U dorigine A. . x
On trace (d) passant par A et dirigée par .

0 1

II - Equation cartésienne d'une droite

Propriété 1 : Toute droite (d) du plan admet une équation de la forme az+by+c = Oaveca, b, c € Ret(a,b) # (0,0).
Cette équation est appelée équation cartésienne de la droite (d).

Démonstration :

B

Soit () une droite passant par un point A(z 4;y4) et de vecteur directeur i <a> :

M(z;y) € (d) <~ m (x N mA) et u <a> sont colinéaires
Y—ya B

= T XYw — Y X7 =0 = (r—zp)XB—(y—ya) Xa=0
<~ fBr—QfPra—ay+ays=0 < PBr—ay—Lra+ays =0

< ar+by+c=0aveca=p,b=—aetc=—Fxs+ aya.

Méthode : Déterminer I'équation cartésienne d'une droite passant par 2 points

Déterminer une équation cartésienne de la droite (AB) avec A(—1;4) et B(3;2).

On calcule les coordonnées de ﬁ (xB B ;1:,4) d'ou E ( 4 >
YB — YA —2
— - —

Soit M (x;y), on calcule les coordonnées de AM (xM xA) dou AM <$ * 1).

YM — YA y—4
M(z;y) € (AB) <— AM et AB sont colinéaires
= T X Ygp Vi Xt =0 = @+ 1) x(=2)—(y—4) x4=0
= 2r-2-4y+16=0 <= 22—-4y+14=0 <= —zz—-2y+7=0.

Une équation cartésienne de la droite (AB) est —z — 2y + 7 = 0.

Cas particulier :

- L'équation de 'axe des abscisses (Oz) esty = 0.
- L'équation de I'axe des ordonnées (Oy) est z = 0.

Propriété 2 : Le vecteur o (ab) est un vecteur directeur de la droite (d) : ax + by + ¢ = 0 avec (a, b) # (0,0).
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Démonstration :

Pour raccourcir la démonstration, on se limite au cas ot a # 0 et b # 0.

Les points A (O; —bc> etB <—ac; O> appartiennent a la droite (d) : ax + by + ¢ = 0.
—¢

D'ou B a. | estunvecteur directeur de (d). (attention au signe de I'ordonnée de B)

b
T XYz — Ya X T4p = —bX (—bc> —a X <_C> = c¢—c=0donc @ (;b> et A sont colinéaires.

a
Donc  est un vecteur directeur de (d).

III - Equation réduite d’'une droite

Propriété 3:
e Toute droite non parallele a 'axe des ordonnées admet une équation réduite de laforme y = max+pavecm, p € R.

e Toute droite paralléle a I'axe des ordonnées admet une équation de la forme x = k avec k € R.

Démonstration :
Dans un repére (O, I, J), toute droite (d) a une équation cartésienne de la forme ax + by + ¢ = 0 aveca, b,c € R,

(a,b) # (0,0). & (_ab) est un vecteur directeur de (d).

—= (0
Le vecteur ) (1

) est un vecteur directeur de I'axe des ordonnées.
_>
(d) || (Oy) <= J et colinéaires <> 2 Xyg —yp Xy =0 & 0xa—1x (=b)=0 <= b=0.
_>
e Sib=#£ Oalors j et U ne sont pas colinéaires donc (d) n'est pas paralléle a I'axe des ordonnées et ax + by + ¢ =
a c a c

0 <= by=—ar—c < y:—Ex—gdoncy:mx+pavecm:—getp:—g.

e Sib=20alors j et 7 sont colinéaires donc (d) est paralléle & l'axe des ordonnéesetar + 0y + ¢ =0 < ax =
c c
—c <= x=——doncx =kaveck = ——.
a a

Vocabulaire :
- Le réel m s'appelle le coefficient directeur de la droite.

- Leréel p s'appelle 'ordonnée a l'origine; c'est 'ordonnée du point d'intersection de la droite avec I'axe des ordonnées.

Propriété 4 : Soit A(x4;y4) et B(zp;yp) deux points du plan tels que x4 # xp.
YB — %

e Le coefficient directeur de la droite (AB) est m = M.

TR — TA

1
e Un vecteur directeur de (AB) est u <m)'

Démonstration :

e Siz 4 # xp alors la droite (AB) n'est pas paralléle & 'axe des ordonnées donc elle admet une équation réduite de
la forme y = mz + pavecm,p € R.
A€ (AB) < ya=mzs+petB e (AB) <= yp=mzp+p
dolp =ya —mxy =yp — MTp <= MIB —MITA=Yp —Yya <= M(TB —Ta) =YB — YA
YB — YA
orxg # xpgdoncm = "—-—"—,
TB —TA

e y=mz+p < mz—y+p=0donc (;) est un vecteur directeur de (AB).
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Interprétation graphique du coefficient directeur

(O, I, J) estun repére orthonormé.
Le triangle ABC est rectangle en C'.
— CB =
tan(BAC) = — = Y5 VA
CA xp—x4
donc le coefficient directeur m de la droite détermine la

pente de la droite.

Sim > 0 alors la droite "monte".
Sim < 0 alors la droite "descend".
Sim = 0 alors la droite est paralléle a (Ox).

Propriété 5 : Les droites (d) : y = max + pet (d') : y = m'x + p’ sont paralléles si et seulement sim = m/.

Démonstration :

—
Si(d):y=mz+pet(d):y=m'z+yp alors U <T1L> est un vecteur directeur de (d) et v’ (%,) est un vecteur

directeur de (d'). .
(d) || (') <= W et sontcolinéaires <= T XYys—yp X =0 < Ixm'—-mx1=0 < m=m.

51




POURCENTAGES

I - Appliquer un pourcentage

t
Propriété 1 : Appliquer ¢t % a un nombre, c'est multiplier ce nombre par 100"

Méthode : Appliquer un pourcentage
Calculer le montant d'une réduction de 30 % sur un prix de 15 €.

Prix initial : Py = 15 € Pourcentage de réduction : ¢t = 30 (%) Montant de la remise : R
t 30
R=FRoxqpp =15x 15 =4?

II - Calculer un pourcentage

Propriété 2 : En pourcentage, une partie ¢ d'une quantité ) est égale a L 100.

Q

Méthode : Calculer un pourcentage
Calculer le pourcentage que représente une réduction de 5 € sur un montant total de 40 €.

Partieen€ | ¢=5 T

5
x 100 = — x 100 = 12,5 (%)

v ~ 40

q
Touten€ | Q =40 | 100 Q

III - Evolution en pourcentage

t
+ Augmenter une quantité de ¢ % équivaut a la multiplier par (1 + 100)
) ) L 7 o . N . . t
+ Réduire une quantité de t % équivaut a la multiplier par <1 - 100)

Démonstration : Augmentation en pourcentage
On appelle Qg la quantité initiale et Q1 la quantité finale augmentée de ¢ %.

t
D'apreés la propriété 1, 'augmentation est égale a 100 X Qo donc Q1 = Qo + 100 X Qo.
On met en facteur (g dans l'expression précédente, on obtient :

t t
Q1 ><Q0+100 X Qo ( +100> X Qo

Méthode : Réduction en pourcentage
Calculer le prix d'un article cottant 50 € soldé de 20 %.

Prix initial : Py = 50 € Pourcentage de réduction : ¢ = 20 (%) Prix final : P;

t 20
=(1-—)xP=(1-= =4
B ( 100)>< 0 ( 100)><5O 0¢

Vocabulaire : Le nombre t est appelé pourcentage d'évolution de Qg a (1.
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TAUX D’EVOLUTION

I - Taux d’évolution et pourcentage d'évolution

Définition 1 : On appelle taux d'évolution 7" de la quantité Qo a la quantité ()1 le nombre :
7 @1~ Qo
Qo

Propriété 1:Sit est le pourcentage d'évolution de QQp a Q)1 et T’ le taux d'évolution de (g a (1 alors :
t
T=—
100

Démonstration : Taux d'évolution et pourcentage d'évolution
On appelle Qo # 0 la quantité initiale et 1 la quantité finale augmentée de t %.
t t
D'apres la propriété 1, 'augmentation est égale a 100 X Qo donc Q1 = Qo + 100 X Qo.

t t
Ql—QO"‘ﬁXQO — Ql—Qo—mXQo
1 t 1

<~ (Ql—Qo)X@:mX%X%
1—Qo 1 q ot
- onc T =—

= =
Qo 100 100

Conséquence : En utilisant la propriété 3, on obtient: @)1 = (1 + 7")Qy

Méthode : Taux d'évolution et pourcentage d'évolution
Calculer le taux d'évolution et le taux d'évolution en pourcentage d'un prix qui passe de 20 € a 45 €.

T

FPy=20¢€ P =45¢€

PPy 45-20 t
T = 1P0 0 = g =125 et T=o donc t=100xT =100 x 1,25 = 125 (%)

Remarque :

+ Lors d'une augmentation T' > 0 et lors d'une réduction T' < 0.

* Les quantités doivent étre exprimées dans la méme unité.

II - Evolutions successives

Propriété 2:
« Si Ty est le taux dévolution de Qg a @1, et T le taux d’évolution de )1 a ()2 alors:

Q2= (1+T1)(1+T2)Qo

+ Si T est le taux d'évolution de Qg a Q2 alors 1 + 7' = (1 + T1)(1 + T2).

Méthode : Taux d'évolution global
Un article augmente de 20 % puis diminue de 20 %. Calculer son pourcentage d'évolution global ¢.

Ty = 0,2 Ty = —0,2
Py Py Py

T

1+T=1+T)(1+T) =(1+0,2)(1-0,2)=0,96 donc T =0,96—1=—0,04
donct =T x 100 = —0,04 x 100 = —4 (%)
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III - Evolution réciproque

Définition 2 : On appelle taux d’évolution réciproque de la quantité (Jy a la quantité (01 le nombre :

Qo — Q1
Q1

T =

Propriété 3 : Si T est le taux d'évolution de (Qp & Q1 et T” le taux d'évolution réciproque de Qg a Q1 alors::

1
147 =——+
v 14T

Démonstration : Taux d'évolution réciproque

1
1+Q0—Q1> (1 )

<
970 (2. 49)
<
3

A+TYx(1+T)=

Yo ) o
9/+Qo— ><Q+Q1 Q)

)(8;)=%:1

Méthode : Taux d'évolution réciproque

Un article augmente de 20 %. Calculer le pourcentage d'évolution réciproque t'.

T=0,2
rh ——————— Rk
T/
| 1 1
S =7 = 1703 12 %o T'=q3 - 1=—g~0W

donct =100 x T" ~ —17 (%)

54




SERIES STATISTIQUES A UNE VARIABLE

I- Les indicateurs de dispersion

Définition 1: La médiane M e est la valeur qui partage la série en 2 groupes tels que :

* 50 % au moins des valeurs sont inférieures ou égales a Me
* 50 % au moins des valeurs sont supérieures ou égales a Me.

Remarque : La médiane est la valeur centrale de la série.

Définition 2 :

* Le premier quartile est la valeur (01 qui partage la série en 2 groupes tels que :

« 25 % au moins des valeurs sont inférieures ou égales a Q1
« 75 % au moins des valeurs sont supérieures ou égales a Q1.

* Le troisieme quartile est la valeur Q3 qui partage la série en 2 groupes tels que :

* 75 % au moins des valeurs sont inférieures ou égales a Q3
« 25 % au moins des valeurs sont supérieures ou égales a Q3.

Définition 3 :
« On appelle intervalle interquartile I'intervalle [Q; ; Q3].

+ On appelle écart interquartile la différence QY3 — Q1.

* On appelle diagramme en boite le schéma ci-dessous réalisé a I'échelle :

Min Ql Med Q3 Max

Remarque : Lintervalle interquartile mesure la dispersion de la série. En effet, il contient environ 50 % des valeurs de la

série.

Il - Les indicateurs de tendance centrale

Etude de la série statistique ci-dessous :

Valeurxz; | 1 | 22 | ... | Xk

Effectifn;, | nqy | no | ... | ng

Définition 4 : On appelle moyenne d'une série statistique, notée , le nombre :
Ny X T1+mng XTo+- -+ ng X T
ny+ng+---+ng

[ —

Définition 5 : On appelle écart-type d'une série statistique noté o, le nombre :

Tll(l‘l = 7)2 + ’fLQ((L‘Q = T)z SRR nk(wk = :17)2

ny+ne+ -+ ng

g =

Remarque : L'écart-type mesure la dispersion des valeurs autour de la moyenne.
Plus il est grand, plus les valeurs sont dispersées et moins la moyenne est représentative des valeurs de la série.
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Explication : de I'écart-type Le comptable d'une entreprise de dépannage a relevé le kilométrage de chaque véhicule

pendant une semaine.
On a obtenu les nombres suivants, en kilometres :

438 | 770 | 226 | 479 | 685 | 525 | 374 | 591 | 690 | 810
587 | 213 | 690 | 853 | 421 | 352 | 511 | 260 | 586 | 675

On a représenté toutes les valeurs de la série sur le graphique ci-dessous, ainsi que I'écart entre la moyenne et chaque
valeur (traits en pointillés bleus). L'écart-type calcule la moyenne des longueurs des segments en pointillés bleus, c'est-
a-dire 'écart moyen des valeurs par rapport a la moyenne.
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Propriété 1:
+ Si on ajoute a toutes les valeurs d’'une série statistique de moyenne * un méme nombre a alors la moyenne de la
série obtenue est T + a.

+ Sion multiplie toutes les valeurs d'une série statistique de moyenne x par un méme nombre b alors la moyenne de
la série obtenue est T X b.

Démonstration :
+ On ajoute a a toutes les valeurs de la série.

Valeurz; | z14+a | z24+a | ... | zx+a

Effectif n; nq no S Nk

Calcul de la moyenne :
< ny X (r1+a)+n2 X (xa+a)+ - +ng X (zp+a)
ny+ng+---+ng
n1x1 +nia + n9xo + noa + - - + NpxE + Nia
ny +ng+ e+ ng
ni1T1 + N2x9 + -+ + NEpTE +N1a + n2a + - - - + Nga
ny+ng+---+ng
_ niz1+nex2+ o T mia+nga+ -+ nga
ny+mng+---+ng ny+mng+-c g
(ni+n2+---+ng) xa
ny+ne+---+ng

(L +no+—Fng) X a
(1 4 no A F ng) x 1

+a

Il
S
+

+

I
8|

I
8|

« On multiplie toutes les valeurs de la série par b.

Valeurx; | x1 Xb | zo X b | ... | zp X b

Effectif n; ni no e Nk

Calcul de la moyenne :
n1><(a;l><b)—|—n2X(:chb)—f—.‘-—i—nkx(:rkxb)
ny+ne+---+ng
bx(mlxn1)+b><(a:gxng)+~-+b><(xk><nk)
ny+ne+---+ng
b x (nix1 + ngxg + - - - + ngay)
ny+ne+---+ng
nixry +ngxo + - - + Nk
ny+ng+---+ng

?:

=bx

=bxXT
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III - Tableau croisé de deux caractéres

Un tableau croisé de deux caractéres comporte les valeurs de deux caractéres et leurs effectifs.

Explication : Tableau croisé d'effectifs

Dans une classe de 35 éléves, 16 font du ski, 11 font du surf et 4 pratiquent les 2 sports.
On note les caractéres A : "L'éléve fait du ski" et B : "L'éléve fait du surf".

A A Total
B ANB:4 | ANB:7 | B:11
B | AnNB:12 | AnNB:12 | B:24
Total A:16 A:19 35
Définition 6 : On appelle fréquence marginale de A, notée f4 :
B effectif de A
AT effectif total

Explication : Calcul de fréquence marginale

16
La fréquence marginale des éléves qui font du skiest f4 = 35

Définition 7 : On appelle fréquence conditionnelle de A sachant B, notée fp(A):

effectifde AN B
effectif de B

fB(A) =

Explication : Calcul de fréquence conditionnelle

La fréquence conditionnelle fp(A) est la fréquence des éléves qui font du ski parmi ceux qui font du surf.

fa(d) = =
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EVENEMENT ET LANGAGE ENSEMBLISTE

I - Vocabulaire

Définition 1 : On appelle expérience aléatoire une expérience qui vérifie les 2 conditions suivantes :

1 - Tous les résultats possibles sont connus
2 - On ne sait pas a I'avance quel résultat va se produire.

Etude d'un cas particulier :

On lance un dé équilibré a 6 faces numérotées de 1 a 6. On note le nombre obtenu sur la face supérieure.
+ Tous les résultats possibles sont connus : il s'agitde 1, 2, 3, 4, 5, 6.

+ On ne peut pas savoir a l'avance quel résultat on va obtenir.
Cest donc une expérience aléatoire.

Définition 2 : On appelle issue un résultat possible d'une expérience aléatoire.

Dans I'exemple :
Ilya6issues:ilsagitde1,2,3,4,5et6.

Définition 3 : On appelle univers, noté €, lensemble des issues d'une expérience aléatoire.

Dans I'exemple :
Luniversest Q2 = {1,2,3,4,5,6}.

Définition 4 : On appelle événement un ensemble d'issues.

Dans I'exemple :

+ Soit A 'évenement "Obtenir un nombre pair"; il est composé des issues 2, 4 et 6.
A=1{2,4,6}
+ Soit B I'éveénement "Obtenir un nombre supérieur ou égal a 2"; il est composé des issues 2, 3, 4, 5, 6.

B =1{2,3,4,5,6}

II - Utilisation du langage ensembliste

Notation :
» Une issue e, aussi appelée événement élémentaire, est un élément de €2. On note e € 2.

+ Un événement A est un sous-ensemble de l'univers §2. On dit que A est inclus dans {2 et on note A C 2.

Définition 5 : On appelle événements incompatibles des événements qui ne peuvent pas se produire simultanément.

Dans I'exemple :

Soit C I'événement "Faire 6"; C' = {6}.

Soit D événement "Faire un nombre inférieur strictement a 3"; D = {1, 2}.

Les événements C et D n'ont aucune issue commune; ils sont donc incompatibles.
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Notation :
+ Lorsque 2 ensembles n‘ont aucun élément en commun, on dit que leur intersection est un ensemble vide.

L'ensemble vide se note &. Le symbole de l'intersection est N.
+ Si 2 événements C et D sont incompatibles, on note doncC' N D = @.

Vocabulaire :
+ Toutes les issues appartiennent a I'univers €2 donc on appelle {2 'événement certain.

* L'ensemble vide & ne contient aucune issue donc on appelle & 'événement impossible.

Définition 6 : On appelle événement contraire d’'un événement A, I'événement noté A composé de toutes les issues
n‘appartenant pas a A.

Dans I'exemple :
* Soit A I'événement "Faire un nombre pair": A = {2,4,6}
d'oti A est l'événement "Ne pas faire un nombre pair" donc A = {1, 3,5}.

+ Soit B I'événement "Faire un nombre supérieur ou égal a2": B = {2,3,4,5,6}
d'ou B est I'événement "Faire un" donc B = {1}.

Propriété 1 : Pour tous événements A, B :

L'événement A ou l'événement B est I'évenement A U B.

Lévenement A et I'évéenement B est I'événement A N B.

ANA=2 et AUA=N.

Dans l'exemple :
Soit A 'événement "Faire un nombre pair"; A = {2,4,6}
et D 'événement "Faire un nombre inférieur strictement a 3"; D = {1, 2}.

A ou D est constitué des issues contenues dans AetdansD; AU D = {1,2,4,6}.

A et D est constitué des issues communes aAetD; AN D = {2}.
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CALCUL DE PROBABILITES

I - Probabilité d'un événement

1 - Notion de probabilité

La probabilité d'un événement est la fréquence de réalisation de cet événement lors d'un grand nombre de répétition d'une
méme expérience aléatoire.

Dans I'exemple :
Sionlance un dé a 6 faces un trés grand nombre de fois, on va observer que la fréquence d'apparition de chaque face
est égale a 1 sur 6.

Définition 1 :
Lors d'une expérience aléatoire, on dit qu'il y a équiprobabilité lorsque toutes les issues ont la méme probabilité de
se réaliser.

Propriété 1:
nombre d’issues de A
nombre d'issues de )’

En situation déquiprobabilité, la probabilité d'un événement A est p(A) =

Dans I'exemple :
Lunivers est Q = {1,2, 3,4, 5,6} et contient 6 issues.

Soit 'événement A "Faire un nombre pair"; A = {2,4, 6} contient 3 issues.

3
A = - =
p(A) = =0,5

Soit 'événement B "Faire un nombre supérieur ou égal a 2"; B = {2,3,4,5,6} contient 5 issues.

p(B) = % ~ 0,83

Conséquence:
+ La probabilité d'un événement est comprise entre 0 et 1.

+ La somme des probabilités de toutes les issues est égale a 1.

2 - Loi de probabilité

Définition 2 :

Soit €2 'univers fini associé a une expérience aléatoire. Définir une loi de probabilité sur €2, c’'est donner les probabilités
p; de chaque issue x; de ().

On regroupe ces résultats dans un tableau :

issue x; Ty | T2 | ... | Tp

probabilité p; | p1 | p2 | ... | Dn
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Dans I'exemple :

issue 112|134 ]5]|6

La probabilité de chaque issue est égale a 5 IR
probabilit¢ | — | = | = | = | = | =

6 6|6 |6|6|6

On vérifie bien que :
+ chaque probabilité a une valeur comprise entre O et 1.

) , . 11 1 1 1 1 6
+ lasomme des probabilités de chaque issue estégalea1 | -+ -+ -+ -+ -+ -==-=1.

6 6 6 6 6 6 6

3 - Propriétés

Propriété 2:
* Pour tous événements AetB, p(AU B) = p(A) + p(B) — p(AN B).

* Pour tout événement A, p(A) + p(A) = 1.

Remarque : Si les événements A et B sont incompatibles alors p(A U B) = p(A) + p(B).

Dans I'exemple :

3

Soit A 'événement "Faire un nombre pair": A = {2,4,6} donc p(A4) = 6
2
et D 'événement "Faire un nombre inférieur strictementa 3": D = {1,2} doncp(D) = 8

4

AUD ={1,2,4,6} doncp(AUD) = 5
1
AﬁD:{2}doncp(AﬁD):6

donc p(A) + p(D) — p(AN D) = _ % — p(AUD)

| W
N
| =
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II - Modéliser avec un tableau ou un arbre

1 - Avec un tableau

Tableau a double entrée :
On lance 2 dés identiques et on note la somme obtenue. Décrire l'univers de cette expérience aléatoire.
On note tous les tirages possibles lors du jet des 2 dés dans le tableau ci-dessous.

dé1\dé2|1(2|3| 4|5 |6

1 2|13/4| 5 6 7
2 3/4|5| 6 7 8
3 4,516 | 7 8 9
4 5|67 8 9 |10
5 6|78 9 |10|11
6 7,18 9|10 | 11| 12

Il'y a 36 tirages possibles. 2 = {2,3,4,5,6,7,8,9,10, 11,12}

Probabilité de chaque issue :

1 2 3 4 5 6
2)=—=p(12);p(3) = — =p(11); p(4) = — =p(10); p(5) = — =p(9); p(6) = — = p(8); p(7) = —.
p(2) = 55 =p(12):p(3) = 55 = p(11):p(4) = 55 = p(10); p(5) = 55 = p(9): p(6) = 57 = p(8): p(7) = 5
Loi de probabilité :

issue 2 3 4 5 6 7 8 9 10 | 11 12

. 1 2 3 4 5 6 5 4 3 2 1

probabilité¢ | — | = | = | = | = | = | = | = | = | == | ==

36 | 36 | 36 | 36 | 36 | 36 | 36 | 36 | 36 | 36 | 36

On constate que ce n'est pas une situation d'équiprobabilité.

Tableau (additif) a double entrée :
Dans une classe de 35 éléves, sachant que 16 font du ski, 11 font du surf et 4 pratiquent les 2 sports, combien d’éléves

ne pratiquent aucun sport?
On considére les événements A : "Faire du ski" et B : "Faire du surf".

A A Total
B | pANB) = — | pAnB) = — | pBy= L
P - : “35 | PP T 35
_ 12| - 12—
B ANB)=— | p(ANB) = — B) = ==
p(ANB) T p(ANB) a5 p(B) 35
16 19
A) = — p(A) = — 1
Totl | p(4)= 10 | p(A)= )

S 12
p(ANB) = 35 donc il y a 12 éléves qui ne pratiquent aucun sport.
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2 - Avec un arbre simple

Arbre simple (des choix) :

Une urne contient 5 boules identiques numérotées 1 ou 2. On tire successivement deux boules de I'urne sans remise.
1) Quelle est la probabilité p; de tirer 2 boules ayant le numéro 17?
2) Quelle est la probabilité pa de tirer exactement une boule ayant le numéro 2?

3) Quelle est la probabilité p3 de tirer au moins une boule ayant le numéro 2?

On peut représenter la situation par un arbre (de choix) simple :

@ Dans cet arbre, un chemin est composé de 2 branches et repré-
© g sente uneissue. Il y a au total 20 issues équiprobables.
g 1) Ily a 2 chemins pour lesquels les 2 boules ont le numéro 1:
@ g 21
P1=55=
Q 20 10
5 g 2) Ily a 12 chemins pour lesquels exactement une boule a le nu-
Urne 4 .
Q meéro 2 :
@
12 3
o p2 = — = —
? O, 20 5
@
®) 3) Il'y a 18 chemins pour lesquels au moins une boule a le nu-
D méro 2 :
O,
@ 0 189
@ P5= %0~ 10

3 - Avec un arbre pondéré

Dans I'exemple précédent :

Urne

Propriété 3:
« Dans un arbre pondéré, la probabilité d'un événement correspondant a un chemin est égale au produit des proba-
bilités des branches qui composent ce chemin.

+ La somme des probabilités des branches issues d'un méme nceud est égale a 1.

Dans I'exemple précédent :

201 2 1 23,8 2 6,6 _12_3
PL=5" 172 ~ 10 P2y Ty 1720 720 20 5
_2,8.8,2,3 .2 _6_ 6 6 18 9
P T s T 5 12072020 20 10
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III - Probabilité conditionnelle

Définition 3 : Soit A et B deux événements avec p(A) # 0. On appelle probabilité de B sachant que A est réalisé le
nombre :

_ p(ANB)
B =T

Remarques : « La formule précédente s'écrit aussi p(A N B) = pa(B) x p(A).
* Lévénement A N B est réalisé lorsque I'événement A est réalisé et 'événement B est réalisé.

Propriété 4:Sip(A) # Oetp(B) # 0alorsp(AN B) = pa(B) x p(A) = pp(A) x p(B).

Application a I'exemple précédent :

On note les événements: «A:"La premiére boule tirée ale numéro 1."
* B: "La deuxiéme boule tirée a le numéro 1."
1) Que représente 'événement A et B?
2) Refaire I'arbre pondéré avec les notations introduites dans ce paragraphe.
3) Ecrire les formules littérales de pq, p2, p3 calculées auparavant.

1) A:"La premiére boule n'a pas le numéro 1." (donc elle a le numéro 2)
B :"La deuxieme boule n‘a pas le numéro 1." (donc elle a le numéro 2)

2) Arbre pondéré:

Y
yB
"L/ A
W 4(B) _ 3 .
4
E B
p(@§3 MQB\/AL
5 A
a(B) L 2 5
4
2 1 2 1
3) p1=p(ANB) =p(A) xpa(B) = 2 X = 55 = 15

_ _ _ 2 3 3 2 6 6 12 3
=p(ANB ANDB)=plA B A (B)=2x24°2xZ= 4 _2_2
p3s =p(ANB) +p(AN B) +p(AN B) = p(A) x pa(B) + p(A) x px(B) + p(4) x p1(B)
_2.,3,3.2.3.2 6 6 6 18 9

574 574 574 20 20 20 20 10
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